Vibration Monitoring of Gas Turbine Engines: Machine-Learning Approaches and Their Challenges by Matthaiou, I. et al.
This is an author produced version of Vibration Monitoring of Gas Turbine Engines: 
Machine-Learning Approaches and Their Challenges.
White Rose Research Online URL for this paper:
http://eprints.whiterose.ac.uk/127027/
Article:
Matthaiou, I., Khandelwal, B. and Antoniadou, I. (2017) Vibration Monitoring of Gas 
Turbine Engines: Machine-Learning Approaches and Their Challenges. Frontiers in Built 
Environment, 3. 54. 
https://doi.org/10.3389/fbuil.2017.00054
promoting access to
White Rose research papers
eprints@whiterose.ac.uk
http://eprints.whiterose.ac.uk/
03*(*/"- 3&4&"3$)
QVCMJTIFE  4FQUFNCFS 
EPJ GCVJM
&EJUFE CZ
&MFOJ / $IBU[J
&5) ;VSJDI 4XJU[FSMBOE
3FWJFXFE CZ
%JNJUSJPT (JBHPQPVMPT
6OJWFSTJUZ PG 8FTUFSO .BDFEPOJB
(SFFDF
8FJ 4POH
6OJWFSTJUZ PG "MBCBNB 6OJUFE 4UBUFT
$PSSFTQPOEFODF
*PBOOJT .BUUIBJPV
JNBUUIBJPV!TIFGGJFMEBDVL
4QFDJBMUZ TFDUJPO
5IJT BSUJDMF XBT TVCNJUUFE UP
4USVDUVSBM 4FOTJOH B TFDUJPO PG UIF
KPVSOBM 'SPOUJFST JO #VJMU &OWJSPONFOU
3FDFJWFE  .BSDI 
"DDFQUFE  "VHVTU 
1VCMJTIFE  4FQUFNCFS 
$JUBUJPO
.BUUIBJPV * ,IBOEFMXBM # BOE
"OUPOJBEPV * 	
 7JCSBUJPO
.POJUPSJOH PG (BT 5VSCJOF &OHJOFT
.BDIJOF-FBSOJOH "QQSPBDIFT BOE
5IFJS $IBMMFOHFT
'SPOU #VJMU &OWJSPO 
EPJ GCVJM
7JCSBUJPO .POJUPSJOH PG (BT 5VSCJOF
&OHJOFT .BDIJOF-FBSOJOH
"QQSPBDIFT BOE 5IFJS $IBMMFOHFT
*PBOOJT .BUUIBJPV #IVQFOESB ,IBOEFMXBM BOE *GJHFOFJB "OUPOJBEPV
%FQBSUNFOU PG .FDIBOJDBM &OHJOFFSJOH 5IF 6OJWFSTJUZ PG 4IFGGJFME 4IFGGJFME 6OJUFE ,JOHEPN
*O UIJT TUVEZ DPOEJUJPO NPOJUPSJOH TUSBUFHJFT BSF FYBNJOFE GPS HBT UVSCJOF FOHJOFT
VTJOH WJCSBUJPO EBUB 5IF GPDVT JT PO EBUBESJWFO BQQSPBDIFT GPS UIJT SFBTPO B OPWFMUZ
EFUFDUJPO GSBNFXPSL JT DPOTJEFSFE GPS UIF EFWFMPQNFOU PG SFMJBCMF EBUBESJWFO NPEFMT
UIBU DBO EFTDSJCF UIF VOEFSMZJOH SFMBUJPOTIJQT PG UIF QSPDFTTFT UBLJOH QMBDF EVSJOH BO
FOHJOFT PQFSBUJPO 'SPN B EBUB BOBMZTJT QFSTQFDUJWF UIF IJHI EJNFOTJPOBMJUZ PG GFBUVSFT
FYUSBDUFE BOE UIF EBUB DPNQMFYJUZ BSF UXP QSPCMFNT UIBU OFFE UP CF EFBMU XJUI UISPVHIPVU
BOBMZTFT PG UIJT UZQF 5IF MBUUFS SFGFST UP UIF GBDU UIBU UIF IFBMUIZ FOHJOF TUBUF EBUB
DBO CF OPOTUBUJPOBSZ 5P BEESFTT UIJT UIF JNQMFNFOUBUJPO PG UIF XBWFMFU USBOTGPSN JT
FYBNJOFE UP HFU B TFU PG GFBUVSFT GSPN WJCSBUJPO TJHOBMT UIBU EFTDSJCF UIF OPOTUBUJPOBSZ
QBSUT 5IF QSPCMFN PG IJHI EJNFOTJPOBMJUZ PG UIF GFBUVSFT JT BEESFTTFE CZ iDPNQSFTTJOHw
UIFN VTJOH UIF LFSOFM QSJODJQBM DPNQPOFOU BOBMZTJT TP UIBU NPSF NFBOJOHGVM MPXFS
EJNFOTJPOBM GFBUVSFT DBO CF VTFE UP USBJO UIF QBUUFSO SFDPHOJUJPO BMHPSJUINT 'PS GFBUVSF
EJTDSJNJOBUJPO B OPWFMUZ EFUFDUJPO TDIFNF UIBU JT CBTFE PO UIF POFDMBTT TVQQPSU
WFDUPS NBDIJOF 	0$47.
 BMHPSJUIN JT DIPTFO GPS JOWFTUJHBUJPO 5IF NBJO BEWBOUBHF
XIFO DPNQBSFE UP PUIFS QBUUFSO SFDPHOJUJPO BMHPSJUINT JT UIBU UIF MFBSOJOH QSPCMFN JT
CFJOH DBTU BT B RVBESBUJD QSPHSBN 5IF EFWFMPQFE DPOEJUJPO NPOJUPSJOH TUSBUFHZ DBO
CF BQQMJFE GPS EFUFDUJOH FYDFTTJWF WJCSBUJPO MFWFMT UIBU DBO MFBE UP FOHJOF DPNQPOFOU
GBJMVSF )FSF XF EFNPOTUSBUF JUT QFSGPSNBODF PO WJCSBUJPO EBUB GSPN BO FYQFSJNFOUBM
HBT UVSCJOF FOHJOF PQFSBUJOH PO EJGGFSFOU DPOEJUJPOT &OHJOF WJCSBUJPO EBUB UIBU BSF
EFTJHOBUFE BT CFMPOHJOH UP UIF FOHJOFT iOPSNBMw DPOEJUJPO DPSSFTQPOE UP GVFMT BOE BJS
UPGVFM SBUJP DPNCJOBUJPOT JO XIJDI UIF FOHJOF FYQFSJFODFE MPX MFWFMT PG WJCSBUJPO 3FTVMUT
EFNPOTUSBUF UIBU TVDI OPWFMUZ EFUFDUJPO TDIFNFT DBO BDIJFWF B TBUJTGBDUPSZ WBMJEBUJPO
BDDVSBDZ UISPVHI BQQSPQSJBUF TFMFDUJPO PG UXP QBSBNFUFST PG UIF 0$47. UIF LFSOFM
XJEUI γ BOE PQUJNJ[BUJPO QFOBMUZ QBSBNFUFS ν 5IJT TFMFDUJPO XBT NBEF CZ TFBSDIJOH
BMPOH B GJYFE HSJE TQBDF PG WBMVFT BOE DIPPTJOH UIF DPNCJOBUJPO UIBU QSPWJEFE UIF IJHIFTU
DSPTTWBMJEBUJPO BDDVSBDZ /FWFSUIFMFTT UIFSF FYJTU DIBMMFOHFT UIBU BSF EJTDVTTFE BMPOH
XJUI TVHHFTUJPOT GPS GVUVSF XPSL UIBU DBO CF VTFE UP FOIBODF TJNJMBS OPWFMUZ EFUFDUJPO
TDIFNFT
,FZXPSET FOHJOF DPOEJUJPO NPOJUPSJOH WJCSBUJPO BOBMZTJT OPWFMUZ EFUFDUJPO QBUUFSO SFDPHOJUJPO POFDMBTT
TVQQPSU WFDUPS NBDIJOF XBWFMFUT LFSOFM QSJODJQBM DPNQPOFOU BOBMZTJT
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7JCSBUJPO NFBTVSFNFOUT BSF DPNNPOMZ DPOTJEFSFE UP CF B TPVOE
JOEJDBUPS PG B NBDIJOFT PWFSBMM IFBMUI TUBUF 	HMPCBM NPOJUPSJOH

5IF HFOFSBM QSJODJQMF CFIJOE VTJOH WJCSBUJPO EBUB JT UIBU XIFO
GBVMUT TUBSU UP EFWFMPQ UIF TZTUFN EZOBNJDT DIBOHF XIJDI SFTVMUT
JO EJGGFSFOU WJCSBUJPO QBUUFSOT GSPN UIPTF PCTFSWFE BU UIF IFBMUIZ
TUBUF PG UIF TZTUFN NPOJUPSFE *O SFDFOU ZFBST HBT UVSCJOF FOHJOF
NBOVGBDUVSFST IBWF UVSOFE UIFJS BUUFOUJPO JOUP JODSFBTJOH UIF SFMJ
BCJMJUZ BOE BWBJMBCJMJUZ PG UIFJS GMFFU VTJOH EBUBESJWFO WJCSBUJPO
CBTFE DPOEJUJPO NPOJUPSJOH BQQSPBDIFT 	,JOH FU BM 
 5IFTF
NFUIPET BSF HFOFSBMMZ QSFGFSSFE GPS POMJOF NPOJUPSJOH TUSBUFHJFT
PWFS B QIZTJDTCBTFE NPEFMJOH BQQSPBDI XIFSF B HFOFSJD UIF
PSFUJDBM NPEFM JT EFWFMPQFE BOE JO XIJDI TFWFSBM BTTVNQUJPOT
TVSSPVOE JUT EFWFMPQNFOU *O UIF DBTF PG EBUBESJWFO DPOEJUJPO
NPOJUPSJOH BQQSPBDIFT B NPEFM CBTFE PO FOHJOF EBUB DBO CF
DPOTUSVDUFE TP UIBU JOIFSFOU MJOFBS BOE OPOMJOFBS SFMBUJPOTIJQT
EFQFOEJOH PO UIF NFUIPE UIBU BSF TQFDJGJD UP UIF TZTUFN CFJOH
NPOJUPSFE DBO CF DBQUVSFE 'PS UIJT SFBTPO FOHJOF NBOVGBDUVS
FST TFF UIF OFFE UP JNQMFNFOU TVDI BQQSPBDIFT EVSJOH QBTTPGG
UFTUT XIFSF JU JT OFDFTTBSZ UP JEFOUJGZ QPTTJCMF EFGFDUT BU BO FBSMZ
TUBHF CFGPSF DPNQMFUF DPNQPOFOU GBJMVSF PDDVST
%VF UP UIF DPNQMFY QSPDFTTFT UBLJOH QMBDF JO B HBT UVSCJOF
FOHJOF BOE TJODF NPEFT PG GBJMVSF PG TVDI TZTUFNT BSF SBSFMZ
PCTFSWFE JO QSBDUJDF UIF OPWFMUZ EFUFDUJPO QBSBEJHN JT OPSNBMMZ
BEPQUFE GPS EFWFMPQJOH B EBUBESJWFO NPEFM 	5BSBTTFOLP FU BM

 TJODF JO UIJT DBTF POMZ EBUB DPNJOH GSPN UIF IFBMUIZ TUBUF
PG UIF TZTUFN BSF OFFEFE GPS USBJOJOH 0O UIF PUIFS IBOE DPO
WFOUJPOBM NVMUJDMBTT DMBTTJGJDBUJPO BQQSPBDIFT BSF OPU BT FBTZ UP
JNQMFNFOU TJODF JU JT OPU QPTTJCMF UP IBWF EBUB BOEPS VOEFS
TUBOEJOH 	MBCFMT
 GSPN BMM DMBTTFT PG GBJMVSF 5IF NBJO DPODFQU PG
B OPWFMUZ EFUFDUJPO NFUIPE JT EFTDSJCFE 1JNFOUFM FU BM 	

USBJOJOH EBUB GSPN POF DMBTT BSF VTFE UP DPOTUSVDU B EBUBESJWFO
NPEFM EFTDSJCJOH UIF EJTUSJCVUJPO UIFZ CFMPOH UP %BUB UIBU EP
OPU CFMPOH UP UIJT DMBTT BSF OPWFMPVUMJFST *O B HBT UVSCJOF FOHJOF
DPOUFYU B NPEFM PG iOPSNBMw FOHJOF DPOEJUJPO 	DMBTTN 
 JT EFWFM
PQFE TJODF EBUB BSF POMZ BWBJMBCMF GSPN UIJT DMBTT 5IJT NPEFM
JT UIFO VTFE UP EFUFSNJOF XIFUIFS OFX VOTFFO EBUB QPJOUT BSF
DMBTTFE BT OPSNBM PS iOPWFMw 	DMBTT A
 CZ DPNQBSJOH UIFN XJUI
UIF EJTUSJCVUJPO MFBSOFE GSPN DMBTTN EBUB 4VDI B NPEFM NVTU CF
TFOTJUJWF FOPVHI UP JEFOUJGZ QPUFOUJBM QSFDVSTPST PG MPDBMJ[FE DPN
QPOFOU NBMGVODUJPOJOH BU B WFSZ FBSMZ TUBHF UIBU DBO MFBE UP UPUBM
FOHJOF GBJMVSF 5IF DPTUT PG B SVOUPCSFBL NBJOUFOBODF TUSBUFHZ
	JF EFDPNNJTTJPOJOH FRVJQNFOU BGUFS GBJMVSF GPS SFQMBDFNFOU

BSF FYDFQUJPOBMMZ IJHI CVU NPTU JNQPSUBOUMZ TBGFUZ SFRVJSFNFOUT
BSF DSVDJBM BOE UIVT SPCVTU BMBSNJOH NFDIBOJTNT BSF SFRVJSFE JO
TVDI TZTUFNT
/PWFMUZ EFUFDUJPO BQQSPBDIFT FYQMPJU NBDIJOF MFBSOJOH BOE
TUBUJTUJDT *O UIJT TUVEZ XF XJMM VTF B OPOQBSBNFUSJD BQQSPBDI
UIBU JT TQFDJGJD UP UIF FOHJOF CFJOH NPOJUPSFE BOE SFMJFT TPMFMZ
PO UIF EBUB GPS EFWFMPQJOH UIF NPEFM 5IF OPWFMUZ EFUFDUJPO GJFME
DPNQSJTFT B MBSHF QPSUJPO PG UIF NBDIJOFMFBSOJOH EJTDJQMJOF BOE
UIFSFGPSF POMZ B GFX FYBNQMFT PG MJUFSBUVSF TQFDJGJD UP UIF BQQMJDB
UJPO PG FOHJOF DPOEJUJPO NPOJUPSJOH VTJOH NBDIJOF MFBSOJOH XJMM
CF NFOUJPOFE IFSF 4PNF PG UIF FBSMJFTU XPSLT JO UIJT GJFME XFSF
NBEF QPTTJCMF UISPVHI DPMMBCPSBUJPO CFUXFFO 0YGPSE 6OJWFSTJUZ
BOE 3PMMT 3PZDF 	)BZUPO FU BM 
 5IF BVUIPST JO UIBU QBQFS
IBWF VTFE EBUB GSPN WJCSBUJPOT UP USBJO B POFDMBTT TVQQPSU WFDUPS
NBDIJOF 	0$47.
 5IF TPDBMMFE USBDLFE PSEFST 	EFGJOFE BT UIF
WJCSBUJPO BNQMJUVEFT DFOUFSFE BU UIF GVOEBNFOUBM PG FOHJOF TIBGU
TQFFE BOE JUT IBSNPOJDT
 XFSF VTFE BT USBJOJOH GFBUVSFT GPS UIF
0$47. 5IF 0$47. IBT BMTP CFFO JNQMFNFOUFE UP EFUFDU UIF
JNQFOEJOH DPNCVTUJPO JOTUBCJMJUZ JO JOEVTUSJBM DPNCVTUPS TZT
UFNT VTJOH DPNCVTUJPO QSFTTVSF NFBTVSFNFOUT BOE DPNCVTUJPO
IJHITQFFE JNBHFT BT JOQVU USBJOJOH EBUB 	$MJGUPO FU BM 

5IF NFUIPE IBT BMTP CFFO FYUFOEFE JO $MJGUPO FU BM 	

UP DBMJCSBUF UIF OPWFMUZ TDPSFT PG UIF 0$47. JOUP DPOEJUJPOBM
QSPCBCJMJUJFT
5IF DIPJDF PG UIF LFSOFM GVODUJPO VTFE JO UIF 0$47. JOGMV
FODFT JUT DMBTTJGJDBUJPO BDDVSBDZ TJHOJGJDBOUMZ 4JODF B LFSOFM
EFGJOFT UIF TJNJMBSJUZ CFUXFFO UXP QPJOUT JUT DIPJDF JT NBJOMZ
EFQFOEFOU PO UIF EBUB )PXFWFS UIF LFSOFM XJEUI JT B NPSF
JNQPSUBOU GBDUPS UIBO UIF QBSUJDVMBS LFSOFM GVODUJPO DIPJDF TJODF JU
DBO CF TFMFDUFE JO BNBOOFS UIBU FOTVSFT UIBU UIF EBUB BSF EFTDSJCFE
JO UIF CFTU XBZ QPTTJCMF 	4DIPMLPQG BOE 4NPMB 
 "MUIPVHI
LFSOFM NFUIPET BSF DPOTJEFSFE BT B HPPE XBZ PG JOKFDUJOH EPNBJO
TQFDJGJD LOPXMFEHF JO BO BMHPSJUIN MJLF UIF 0$47. UIF LFSOFM
GVODUJPO DIPJDF BOE JUT QBSBNFUFST UVOJOH JT OPU TP TUSBJHIUGPS
XBSE *O UIJT TUVEZ UIF BVUIPST GPMMPX B SFMBUJWFMZ TJNQMF BQQSPBDI
UP EFUFSNJOF CPUI UIF LFSOFM GVODUJPO QBSBNFUFS BOE UIF PQUJ
NJ[BUJPO QFOBMUZ QBSBNFUFS GPS UIF 0$47. 5IF LFSOFM GVODUJPO
QBSBNFUFS UIBU XBT WBSJFE JT UIF SBEJBM CBTJT GVODUJPO 	3#'
 LFSOFM
XJEUI γ UPHFUIFS XJUI UIF PQUJNJ[BUJPO QFOBMUZ QBSBNFUFS ν
*O HFOFSBM γ DPOUSPMT UIF DPNQMFYJUZ PG EFTDSJCJOH UIF USBJOJOH
FYBNQMFT XIJMF ν EFGJOFT UIF VQQFS CPVOE PO UIF GSBDUJPO PG
USBJOJOH EBUB QPJOUT UIBU BSF PVUTJEF UIF CPVOEBSZ EFGJOFE GPS
DMBTT N EBUB 6TJOH UIFTF UXP QBSBNFUFST B DPNQSPNJTF DBO CF
NBEF CFUXFFO HPPE NPEFM HFOFSBMJ[BUJPO DBQBCJMJUZ BOE HPPE
EFTDSJQUJPO PG UIF EBUB 	USBJOJOH EBUB TFU
 UP PCUBJO BDDVSBUF BOE
SFMJBCMF QSFEJDUJPOT
5IF OPWFMUZ EFUFDUJPO TDIFNF UIBU JT QSFTFOUFE JO UIF GPMMPXJOH
TFDUJPOT IBT CFFO EFWFMPQFE GPS B HBT UVSCJOF FOHJOF UIBU PQFSBUFT
PO B SBOHF PG BMUFSOBUJWF GVFMT PO EJGGFSFOU BJSUPGVFM SBUJPT 5IJT
FOHJOF JT CFJOH VTFE UP TUVEZ UIF JOGMVFODF PG TVDI PQFSBUJOH
QBSBNFUFST PO JUT QFSGPSNBODF 	FH FYIBVTU FNJTTJPOT
 BOE UIVT
JU JT JNQPSUBOU UP FOBCMF UIF FBSMZ EFUFDUJPO PG JNQFOEJOH GBVMUT
UIBU NJHIU UBLF QMBDF EVSJOH UIFTF UFTUT 4JODF XF BQQMZ OPWFMUZ
EFUFDUJPO PO B HMPCBM TZTUFN CBTJT UIF XIPMF GSFRVFODZ TQFDUSVN
PG WJCSBUJPO NVTU CF VTFE GPS NPOJUPSJOH SBUIFS UIBO TQFDJGJD
GSFRVFODZ CBOET UIBU DPSSFTQPOE UP FOHJOF DPNQPOFOUT "T XJMM
CF TIPXO MBUFS MBSHF WJCSBUJPO BNQMJUVEFT DBO CF FYQFDUFE JO BOZ
SFHJPO BMPOH UIF TQFDUSVN
&91&3*.&/5"- 4&561 "/% %"5"
%&4$3*15*0/
5IF FYQFSJNFOUBM EBUB VTFE JO UIJT XPSL XFSF UBLFO GSPN B
MBSHFS QSPKFDU UIBU BJNFE UP DIBSBDUFSJ[F EJGGFSFOU BMUFSOBUJWF GVFMT
GSPN BO FOHJOF QFSGPSNBODF QFSTQFDUJWF FH GVFM DPOTVNQUJPO
BOE FYIBVTU FNJTTJPOT "MUFSOBUJWF GVFMT UIBU BSF DPNQPTFE PG
DPOWFOUJPOBM LFSPTFOFCBTFE GVFM +FU" BOE CJP KFU GVFMT IBWF
TIPXO QSPNJTJOH SFTVMUT JO UFSNT PG SFEVDJOH HSFFOIPVTF HBT
FNJTTJPOT BOE PUIFS QFSGPSNBODF JOEJDBUPST 4FWFSBM SFTFBSDI
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.BUUIBJPV FU BM (BT 5VSCJOF &OHJOF 7JCSBUJPO#BTFE .POJUPSJOH
'*(63&  ] (BT UVSCJOF FOHJOF TDIFNBUJD EJBHSBN PG UIF FYQFSJNFOUBM VOJU EFQJDUJOH TBMJFOU GFBUVSFT
QSPHSBNT TUVEJFE BMUFSOBUJWF GVFMT GPS BWJBUJPO RVJUF FYUFOTJWFMZ
BT SFWJFXFE JO #MBLFZ FU BM 	
 5IF GBDJMJUZ UIBU XBT VTFE
UP UFTU UIF EJGGFSFOU BMUFSOBUJWF GVFMT VOEFS EJGGFSFOU FOHJOF BJS
UPGVFM SBUJPT IPVTFT B )POFZXFMM (5$1 XIJDI JT BO
BVYJMJBSZ QPXFS VOJU PG UVSCPTIBGU HBT UVSCJOF FOHJOF UZQF 5IVT
UIF PQFSBUJOH QSJODJQMF PG UIJT FOHJOF GPMMPXT B UZQJDBM #SBZUPO
DZDMF "T DBO CF TIPXO JO UIF TDIFNBUJD EJBHSBN PG UIF FOHJOF
JO 'JHVSF  UIF FOHJOF ESBXT BNCJFOU BJS GSPN UIF JOMFU 	 BUN

UISPVHI UIF DFOUSJGVHBM DPNQSFTTPS $ XIFSF JU SBJTFT JUT QSFTTVSF
CZ BDDFMFSBUJOH UIF GMVJE BOE QBTTJOH JU UISPVHI B EJWFSHFOU TFDUJPO
5IF GMVJE QSFTTVSF JT GVSUIFS JODSFBTFE BDSPTT B TFDPOE DFOUSJGVHBM
DPNQSFTTPS $ CFGPSF CFJOH NJYFE XJUI GVFM JOUP UIF DPNCVTUJPO
DIBNCFS 	$$
 BOE JHOJUFE UP BEE FOFSHZ JOUP UIF TZTUFN 	JO UIF
GPSN PG IFBU
 BU DPOTUBOU QSFTTVSF 5IF IJHI UFNQFSBUVSF BOE
QSFTTVSF HBTTFT BSF FYQBOEFE BDSPTT UIF UVSCJOF XIJDI ESJWFT
UIF UXP DPNQSFTTPST B  L8 HFOFSBUPS ( UIBU QSPWJEFT BJSDSBGU
FMFDUSJDBM QPXFS BOE UIF FOHJOF BDDFTTPSJFT 	&"
 FH GVFM QVNQT
UISPVHI B TQFFE SFEVDUJPO HFBSCPY
5IF CMFFE WBMWF 	#7
 PG UIF FOHJOF BMMPXT UIF FYUSBDUJPO PG
IJHI UFNQFSBUVSF DPNQSFTTFE BJS 	_¡$ BU  L1B PG BCTPMVUF
QSFTTVSF
 UP CF QBTTFE UP UIF BJSDSBGU DBCJO BOE UP QSPWJEF QOFV
NBUJD QPXFS UP TUBSU UIF NBJO FOHJOFT 5IJT BMMPXT UIF FOHJOF
UP CF UFTUFE PO EJGGFSFOU PQFSBUJOH NPEFT BT UIF BJSUPGVFM NBTT
GMPX UIBU HPFT JOUP UIF $$ DBO CF DIBOHFE XJUI UIF #7 QPTJUJPO
8IFO UIF #7 PQFOT B EFDSFBTF JO UVSCJOF TQFFE XJMM UBLF QMBDF
JG UIFSF JT OP BEEJUJPO PG GVFM UP DPNQFOTBUF GPS UIF MPTU XPSL
5IF FOFSHZ MPTT BSJTFT GSPN UIF EFDSFBTF JO XPSL EPOF XD UP UIF
FOHJOFT XPSLJOH GMVJE BT JU QBTTFT UISPVHI UIF TFDPOE DPNQSFTTJPO
TUBHF 5IF BNPVOU PG MPTU XPSL JT QSPQPSUJPOBM UP UIF FYUSBDUFE
CMFFE BJS NBTT NCMFFE BOE DBO CF FYQSFTTFE BT XD =NCMFFEDQE5
XJUI DQ SFQSFTFOUJOH UIF IFBU DBQBDJUZ PG UIF XPSLJOH GMVJE BOE E5
UIF UFNQFSBUVSF EJGGFSFOUJBM BDSPTT UIF TFDPOE DPNQSFTTJPO TUBHF
4JODF UIF TIBGU TQFFE NVTU SFNBJO DPOTUBOU BU ±  SBET
UIF GVFM GMPX DPOUSPMMFS BDIJFWFT UIJT CZ SFHVMBUJOH UIF QSFT
TVSF JO UIF GVFM MJOF CZ JOKFDUJOH EJGGFSFOU NBTT GVFM GMPX JOUP
UIF $$
*ODSFBTJOH UIF GVFM NBTT GMPX UIBU HPFT JOUP UIF $$ UP NBJOUBJO
DPOTUBOU TIBGU TQFFE XJUIPVU B TVCTFRVFOU JODSFBTF JO BJS NBTT
5"#-&  ] "WFSBHFE FOHJOF PQFSBUJOH QBSBNFUFST GPS UISFF PQFSBUJOH NPEFT PO
+FU" GVFM
"WFSBHFE FOHJOF PQFSBUJOH QBSBNFUFST &OHJOF PQFSBUJOH NPEFT
.PEF  .PEF  .PEF 
'VFM NBTT GMPX SBUF 	LHT
   
"JSUPGVFM SBUJP   
&YIBVTU HBT UFNQFSBUVSF 	¡$
   
GMPX SBUF SBJTFT UIF FYIBVTU HBT UFNQFSBUVSF BT DBO CF TIPXO
JO 5BCMF  5IJT DBO CF FYQMBJOFE CZ UIF GBDU UIBU XIFO UIFSF JT
B EFGJDJFODZ PG PYZHFO SFRVJSFE GPS DPNQMFUF DPNCVTUJPO PG UIF
JODPNJOH TQSBZFE GVFM NPSF ESPQMFUT PG GVFM BSF DBSSJFE GVSUIFS
EPXOTUSFBN PG UIF $$ VOUJM UIFZ FWFOUVBMMZ CVSO 5IJT HSBEVBM
CVSOJOH PG GVFM BMPOH UIF DPNCVTUJPO TFDUJPO DBVTFT UIF BTTPDJBUFE
GMBNF UP QSPQBHBUF GVSUIFS UPXBSE UIF EJMVUJPO [POF )FODF JOBE
FRVBUF DPPMJOH PG UIF HBT TUSFBN UBLFT QMBDF XIJDI DBVTFT IJHIFS
DPNCVTUPS FYJU BOE JO UVSO FYIBVTU HBT UFNQFSBUVSFT 5IJT BMTP
JNQMJFT UIBU UIFSF JT BO VQQFS BOE MPXFS MJNJU GPS UIF FYIBVTU HBT
UFNQFSBUVSF XIJDI JT NPOJUPSFE BOE DPOUSPMMFE CZ UIF FMFDUSPOJD
UFNQFSBUVSF DPOUSPMMFS
5ISFF PQFSBUJOH NPEFT IBWF CFFO DPOTJEFSFE CZ DIBOHJOH UIF
#7 PO UISFF QPTJUJPOT 5IFTF NPEFT BSF UZQJDBM GPS BO BVYJMJBSZ
QPXFS VOJU BOE DPSSFTQPOE UP B TQFDJGJD UVSCJOF MPBE BOE BJSUP
GVFM SBUJP 5IF UVSCJOF MPBE JT UIVT TPMFMZ EFQFOEFOU VQPO UIF CMFFE
MPBEXIJMTU TIBGU MPBE 	BNPVOU PGXPSL SFRVJSFE UP ESJWF HFOFSBUPS
BOE &"
 JT LFQU DPOTUBOU JO BMM UISFF PQFSBUJOH NPEFT 6TJOH
UIF DPOWFOUJPOBM LFSPTFOF KFU GVFM +FU" UIF BWFSBHF WBMVFT PG
LFZ FOHJOF QBSBNFUFST DIBOHF PO UIF UISFF PQFSBUJOH NPEFT BT
TIPXO JO 5BCMF  3FHBSEJOH .PEF  UIF FOHJOF #7 JT GVMMZ
DMPTFE OP BEEJUJPOBM MPBE PO UIF UVSCJOF XIJMF .PEF  JT B NJE
QPXFS TFUUJOH BOE JT VTFE XIFO UIF NBJO FOHJOFT BSF TXJUDIFE
PGG BOE UIFSF JT B SFRVJSFNFOU UP PQFSBUF UIF BJSDSBGUT IZESBVMJD
TZTUFNT %VSJOH .PEF  UIF FOHJOF #7 JT GVMMZ PQFOFE XIJDI
DPSSFTQPOET UP UIF IJHIFTU MFWFM PG UVSCJOF MPBE BOE FYIBVTU HBT
UFNQFSBUVSF 5IJT PQFSBUJOH NPEF JT TFMFDUFE XIFO QOFVNBUJD
QPXFS JT SFRVJSFE UP TUBSU UIF BJSDSBGU NBJO FOHJOFT CZ QSPWJEJOH
'SPOUJFST JO #VJMU &OWJSPONFOU ] XXXGSPOUJFSTJOPSH 4FQUFNCFS  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
.BUUIBJPV FU BM (BT 5VSCJOF &OHJOF 7JCSBUJPO#BTFE .POJUPSJOH
TVGGJDJFOU BJS BU IJHI QSFTTVSF UP SPUBUF UIF UVSCJOF CMBEFT VOUJM
TFMGTVTUBJOJOH QPXFS PQFSBUJPO JT SFBDIFE
" QJF[PFMFDUSJD BDDFMFSPNFUFS XJUI TFOTJUJWJUZ PG N7H
XBT QMBDFE PO UIF FOHJOF TVQQPSU TUSVDUVSF TBNQMJOH BU  L)[
	GT =  L)[
 5IF UJNF EVSBUJPO GPS FBDI UFTU UPPL  T 5IF GVFMT
UIBU XFSF DPOTJEFSFE BSF CMFOET PG +FU" BOE B CJP KFU GVFM <IZESP
QSPDFTTFE FTUFST BOE GBUUZ BDJET 	)&'"
> 5IF TQFDJGJD FOFSHZ
EFOTJUZ PG )&'" JT .+LH BOE UIVT JU DBO SFMFBTF UIF TBNF
BNPVOU PG FOFSHZ GPS B HJWFO RVBOUJUZ PG GVFM BT UIBU PG +FU"
5IF NBTT GSBDUJPOT PG CJP KFU GVFM CMFOEFE XJUI +FU" JO UIJT
TUVEZ BSF BT GPMMPXT           BOE 
"EEJUJPOBM CMFOET PG GVFMT XFSF BMTP DPOTJEFSFE GPS DPNQBSJTPO
 MJRVJE OBUVSBM HBT 	-/(
+  +FU"  -/( BOE 
5PMVFOF+  #BOOFS 4PMWFOU
'JHVSFT  BOE  TIPX FYBNQMFT PG UIF OPSNBMJ[FE UJNF BOE
GSFRVFODZEPNBJO BDDFMFSBUJPOT SFTQFDUJWFMZ 5IF OPSNBMJ[BUJPO
XBT EPOF CZ EJWJEJOH FBDI UJNF BOE GSFRVFODZEPNBJO BDDFMFS
BUJPO BNQMJUVEF CZ JUT DPSSFTQPOEJOH NBYJNVN WBMVF JF VOJU
OPSNBMJ[FE TP UIBU BMM BNQMJUVEFT DPSSFTQPOEJOH UP UIF EJGGFSFOU
EBUBTFUT WBSZ XJUIJO UIF TBNF SBOHF < > *O UIF UJNF EPNBJO
JU JT TIPXO UIBU UIFSF BSF DFSUBJO FOHJOF DPOEJUJPOT FH  +FU
"+  )&'" JO XIJDI UIF WJCSBUJPO SFTQPOTFT PG UIF FOHJOF
PQFSBUJOH VOEFS TUFBEZTUBUF EJTQMBZ TUSPOH OPOTUBUJPOBSZ USFOET
8IFSFBT GPS DPOEJUJPOT TVDI BT  +FU"+  )&'" UIF
WJCSBUJPO SFTQPOTFT DPOUBJO QFSJPEJD DIBSBDUFSJTUJDT BT DBO CF
NPSF DMFBSMZ TFFO BU UIF GSFRVFODZEPNBJO QMPUT /PUF UIBU UIF
BDUVBM SFDPSEFE BDDFMFSBUJPO UJNF GPS FBDI FOHJOF DPOEJUJPO XBT
 T CVU GPS SFBTPOT PG DMBSJUZ POMZ  T BSF TIPXO JO UIF QMPUT
'JHVSF  TIPXT UIBU XJUI DPOEJUJPO  +FU"+  )&'" UIF
FOHJOF FYQFSJFODFT UIF IJHIFTU PWFSBMM BNQMJUVEF MFWFM BDSPTT UIF
XIPMF TQFDUSVN PO .PEFT  BOE  8IJMF GPS .PEF  UIF FOHJOF
PQFSBUJOH VOEFS DPOEJUJPO  +FU"+  )&'" FYIJCJUT UIF
IJHIFTU WJCSBUJPO MFWFMT UISPVHIPVU UIF XIPMF GSFRVFODZ TQFD
USVN 5IF BCPWF EFNPOTUSBUF UIBU UIF DIBOHF JO BJSUPGVFM SBUJP
DIBOHFT UIF TUBUJTUJDBM QSPQFSUJFT PG UIF EBUBTFUT BOE DPOTFRVFOUMZ
UIF GSFRVFODZEPNBJO SFTQPOTF PG UIF FOHJOF GPS UIF EJGGFSFOU GVFM
CMFOET 'PS .PEFT  BOE  XJUI DPOEJUJPO  +FU"+ 
)&'" B TUSPOH GSFRVFODZ DPNQPOFOU BU )[ JT QSFTFOU 4USPOH
QFSJPEJDJUZ JT BMTP QSFTFOU GPS  -/( BU UIF TBNF GSFRVFODZ
5IFSFGPSF MPPLJOH BU UIF EBUBXF DBO EJTUJOHVJTI UXPNBJO HSPVQT
JF UIPTF UIBU DPOUBJO TPNF TUSPOH QFSJPEJD QBUUFSOT BOE UIPTF
UIBU EP OPU TIBSF UIJT DIBSBDUFSJTUJD BOE JO UIJT DBTF DBO CF OPO
TUBUJPOBSZ JG BQQSPQSJBUF FWBMVBUJPO PG UIFJS UJNFEPNBJO TUBUJTUJDT
DPOGJSNT UIBU
*U JT IBSE UP QSPWJEF B UIFPSFUJDBM FYQMBOBUJPO PG UIF QIZTJ
DBM DPOUFYU CFIJOE UIF WJCSBUJPO SFTQPOTFT BDRVJSFE XJUIPVU B
'*(63&  ] /PSNBMJ[FE UJNFEPNBJO QMPUT PG FOHJOF WJCSBUJPO PO GPVS EJGGFSFOU GVFM CMFOET BU UIF IJHIFTU BJSUPGVFM SBUJP UFTUFE
'*(63&  ] /PSNBMJ[FE QPXFS TQFDUSBM EFOTJUZ QMPUT PG FOHJOF WJCSBUJPO PO GJWF EJGGFSFOU GVFM CMFOET GSPN UIF MPXFTU 	.PEF 
 UP UIF IJHIFTU 	.PEF 
 BJSUPGVFM SBUJP
'SPOUJFST JO #VJMU &OWJSPONFOU ] XXXGSPOUJFSTJOPSH 4FQUFNCFS  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
.BUUIBJPV FU BM (BT 5VSCJOF &OHJOF 7JCSBUJPO#BTFE .POJUPSJOH
WBMJE QIZTJDTCBTFE NPEFM UIBU DBO QSFEJDU UIF FOHJOFT WJCSB
UJPO SFTQPOTF BT BO PVUQVU PG B TZTUFN XIFSF BQBSU GSPN UIF
EZOBNJDT DPOUFYU DPNQMFY UIFSNPDIFNJDBM BOE PUIFS QIZTJDBM
QSPDFTTFT UBLF QMBDF "U UIF TBNF UJNF UIF OBUVSF PG UIF NPE
FMJOHNPOJUPSJOH QSPCMFN JG BQQSPBDIFE GSPN B QIZTJDTCBTFE
QFSTQFDUJWF TVHHFTUT UIBU NPEFM WBMJEBUJPO XPVME CF B TJHOJGJDBOU
DIBMMFOHF $IPPTJOH B EBUBESJWFO TUSBUFHZ PWFSDPNFT UIJT DIBM
MFOHF TJODF UIF TZTUFN FYBNJOFE 	FOHJOF JO PQFSBUJPO
 JT USFBUFE
BT B CMBDL CPY
%"5" "/"-:4*4 .&5)0%4
"T NFOUJPOFE JO UIF 4FDUJPO i*/530%6$5*0/w UIJT TUVEZ GPM
MPXT B NBDIJOFMFBSOJOH GSBNFXPSL GPS UIF DPOEJUJPO NPOJUPSJOH
PG FOHJOFT VTJOH WJCSBUJPO EBUB 5IJT NFBOT UIBU UP EFWFMPQ B
NFUIPEPMPHZ UIBU DBO CF VTFE UP EFUFDU OPWFM FOHJOF QBUUFSOT GSPN
WJCSBUJPO EBUB UISFF TVCTFRVFOU TUFQT TIPVME CF UBLFO GPMMPXJOH
UIF EBUB BDRVJTJUJPO TUBHF 5IPTF BSF OBNFMZ EBUB QSFQSPDFTTJOH
GFBUVSF FYUSBDUJPO BOE EFWFMPQNFOU PG B MFBSOJOHNPEFM PG OPSNBM
FOHJOF CFIBWJPS 	5BSBTTFOLP FU BM 

1SFQSPDFTTJOH PG 3BX 7JCSBUJPO %BUB
5P JNQSPWF UIF BCJMJUZ PG UIF OPWFMUZ EFUFDUJPO TDIFNF UP EFUFS
NJOF XIFUIFS B EBUB QPJOU CFMPOHT UP UIF DMBTT N PS A XIJMF
SFNPWJOH BCTPMVUF WBMVFT B QSFQSPDFTTJOH NFUIPE XBT BQQMJFE
QSJPS UP GFBUVSF FYUSBDUJPO "T IBT CFFO TIPXO JO $MJGUPO FU BM
	
 UIJT TUFQ IBT BNBKPS FGGFDU GPS UIF OPWFMUZ EFUFDUJPO TZTUFN
TJODF JU FOBCMFT B CFUUFS EJTDSJNJOBUJOH DBQBCJMJUZ CFUXFFO UIF
UXP EJGGFSFOU DMBTTFT 4DBMJOH BOE OPSNBMJ[BUJPO JT BMTP JNQPSUBOU
GPS NPTU DPOEJUJPO NPOJUPSJOH TZTUFNT GPS UIF SFNPWBM PG BOZ
VOEFTJSBCMF FOWJSPONFOUBM PS PQFSBUJPOBM FGGFDUT JO UIF BOBMZ[FE
EBUB 	)F FU BM 
 "T B QSFQSPDFTTJOH NFUIPE JU JT DPOTJEFSFE
GPS JNQSPWJOH UIF QFSGPSNBODF PG POFDMBTT DMBTTJGJFST 	+VT[D[BL
FU BM 
 JU JT B WFSZ HPPE QSBDUJTF XIFOXPSLJOHXJUINBDIJOF
MFBSOJOH BMHPSJUINT UP TDBMF UIF EBUB CFJOH BOBMZ[FE TJODF MBSHF
BCTPMVUF WBMVF SBOHFT PG GFBUVSFT XJMM UFOE UP EPNJOBUF UIF POFT
XJUI TNBMMFS WBMVF SBOHFT 	)TV FU BM 
 *O UIJT TUVEZ UIF BJN
JT UP FOIBODF UIF EJGGFSFODF JO WJCSBUJPO BNQMJUVEF GPS DMBTTFT N
BOE A BOE UIFSFGPSF UIF EBUB BSF DIPTFO UP CF TDBMFE BDSPTT UIF
EJGGFSFOU DPOEJUJPOT UFTUFE 	OPU BDSPTT UJNF

'JSTU B %EJNFOTJPOBM NBUSJY 9= \Y . . . Y/^ PG DMBTT N XBT
DPOTUSVDUFE "O JOEFY J=  . . ./ JT VTFE UP EFOPUF UIF EJGGFSFOU
DPOEJUJPOT UIBU XFSF JODMVEFE JO UIJT NBUSJY JF UIF WBSJPVT
GVFM CMFOET PO UIF UISFF NPEFT PG PQFSBUJPO " TFQBSBUF NBUSJY
;= \[ . . . [-^ DPOUBJOJOH EBUB GSPN CPUI DMBTTFT 	 PG FOHJOF
DPOEJUJPOT BSF GSPN DMBTT A
 XBT BMTP DPOTUSVDUFE 5IJT QSJPS
MBCFMJOH PG UIF UXP DMBTTFT XBT QFSGPSNFE CZ BTTFNCMJOH B NBUSJY
XJUI BMM UIF SBX EBUB 	QSJPS UP QSFQSPDFTTJOH
 BOE SFEVDJOH JUT
EJNFOTJPOT UP  VTJOH QSJODJQBM DPNQPOFOU BOBMZTJT 	1$"
 GPS
WJTVBMJ[JOH JU 5IF PCTFSWFE EBUB QPJOUT JO UIF UXPEJNFOTJPOBM
TQBDF PG 1$" UIBU XFSF GBS GSPN UIF SFTU PG UIF EBUB XFSF BTTJHOFE
UIF DMBTT A MBCFM XIJMF BMM UIF PUIFST UIFZ XFSF HJWFO UIF DMBTT
N MBCFM 'PS JOTUBODF UIF DPOEJUJPO  +FU"+  )&'" BU
.PEF  XBT HJWFO UIF GPSNFS MBCFM
5IF TDBMFE WFSTJPO PG NBUSJY 9 XBT PCUBJOFE BT GPMMPXT
χJ = [YJ − Y¯] /σY, 	

XIFSF UIF NFBO WFDUPS JT EFGJOFE BT Y¯ = /
/∑
J=
YJ BOE UIF WBSJBODF
WFDUPS BT σY = /
/∑
J=
(YJ − Y¯) /PX UIF TDBMFE WFSTJPO PG NBUSJY
; XJUI BO JOEFY EFOPUJOH UIF EJGGFSFOU DPOEJUJPOT JO UIF NBUSJY
K=  . . . - DPOUBJOJOH EBUB GSPN CPUI DMBTTFT XBT PCUBJOFE BT
GPMMPXT
ζK = [[K − Y¯] /σY. 	

'FBUVSF &YUSBDUJPO PG 1SFQSPDFTTFE 3BX
7JCSBUJPO %BUB
5IF QSPDFTT PG GFBUVSF FYUSBDUJPO GPMMPXT BGUFS UIF EBUB QSFQSPDFTT
JOH TUBHF 5IF XBWFMFU QBDLFU USBOTGPSN 	815
 JT DIPTFO GPS UIJT
QVSQPTF "MM UIF DPFGGJDJFOUT GSPN UIF UJNFTDBMF USBOTGPSNBUJPOT
BSF VTFE BT JOQVUT UP BO BMHPSJUIN UIBU JT TVJUBCMF GPS MJOFBS PS OPO
MJOFBS EJNFOTJPOBMJUZ SFEVDUJPO UIF LFSOFM QSJODJQBM DPNQPOFOU
BOBMZTJT 	,1$"
 5IJT QSPDFEVSF PG EBUB USBOTGPSNBUJPO VTJOH
XBWFMFU CBTFT BOE QSPKFDUJPO POUP B TFU PG MPXFSEJNFOTJPOBM
BYFT JT BEWBOUBHFPVT JO DBTFT XIFO UIFSF JT OP LOPXMFEHF BCPVU
UIF DIBSBDUFSJTUJD GSFRVFODJFT PG UIF NFDIBOJDBM TZTUFN CFJOH
NPOJUPSFE
8BWFMFU $PFGGJDJFOUT
5IF PCKFDUJWF PG UIJT TUBHF JT UP PCUBJO B TFU PG EJTDSJNJOBUJOH
GFBUVSFT GSPN UIF QSFQSPDFTTFE SBX WJCSBUJPO EBUB TP UIBU UIF
MFBSOJOH NPEFM XJMM UIFO CF BCMF UP FBTJMZ TFQBSBUF UIF UXP DMBTTFT
PG FOHJOF DPOEJUJPOT *U XBT QSFWJPVTMZ TIPXO JO 'JHVSF  UIBU
UIFSF JT B DFSUBJO EFHSFF PG EJTTJNJMBSJUZ CFUXFFO UIF FOHJOF DPOEJ
UJPOT XJUI SFHBSET UP UIFJS BNQMJUVEFT JO UIF GSFRVFODZ TQFDUSVN
)FODF UP DBQUVSF CPUI UJNF BOE GSFRVFODZEPNBJO JOGPSNBUJPO
GSPN UIF EBUB JU JT OFDFTTBSZ UP VTF UJNFoGSFRVFODZ NFUIPET 5IF
XBWFMFU USBOTGPSN BMMPXT POF UP JODMVEF UJNF JOGPSNBUJPO GPS UIF
GSFRVFODZ DPNQPOFOUT /POTUBUJPOBSZ FWFOUT DBO UIFSFGPSF CF
BOBMZ[FE VTJOH UIF XBWFMFU USBOTGPSN *U JT FYQFDUFE UIBU UIF EBUB
DBO CF NPSF FGGFDUJWFMZ EFTDSJCFE UIBO XJUI 'PVSJFSCBTFE NFUI
PET XIFSF BOZ OPOTUBUJPOBSZ SFHJPOT PG UIF TUPDIBTUJD TJHOBM
BSF OPU MPDBMJ[FE JO UJNF $IPPTJOH B UJNFoGSFRVFODZ BQQSPBDI
TVDI BT UIF XBWFMFU USBOTGPSN NJHIU CF UIF CFTU PQUJPO GPS UIF
UZQF PG EBUB QSPDFTTFE JO UIJT TUVEZ 5IF TJNQMFTU UJNFoGSFRVFODZ
BOBMZTJT NFUIPE UIF TIPSUUJNF 'PVSJFS 5SBOTGPSN XJMM OPU CF
BO PQUJNBM PQUJPO BT UIF XJOEPX TJ[F JT GJYFE )FODF UIFSF FYJTU
SFTPMVUJPO MJNJUBUJPOT EFUFSNJOFE CZ UIF VODFSUBJOUZ QSJODJQMF
XIJDI DPVME IJOEFS UIF BOBMZTJT PG QPUFOUJBMMZ OPOTUBUJPOBSZ
QBSUT PG UIF TJHOBM
5IF XBWFMFU USBOTGPSN TPMWFT UIF QSPCMFN PG GJYFE XJOEPX TJ[F
CZ VTJOH TIPSU XJOEPXT UP BOBMZ[F IJHI GSFRVFODZ DPNQPOFOUT
	HPPE UJNF MPDBMJ[BUJPO
 BOE MBSHF XJOEPXT GPS MPX GSFRVFODZ
DPNQPOFOUT 	HPPE GSFRVFODZ MPDBMJ[BUJPO
 "O FYBNQMF PG XBWFMFU
USBOTGPSNT BQQMJFE GPS DPOEJUJPO NPOJUPSJOH BQQMJDBUJPOT XBT
QSFTFOUFE JO 'BO BOE ;VP 	
 4FWFSBM PUIFS GSFRVFODZ NFUI
PET FYJTU GPS NPOJUPSJOH BQQMJDBUJPOT FH UIF &NQJSJDBM .PEF
%FDPNQPTJUJPO BT QSFTFOUFE JO "OUPOJBEPV FU BM 	
 XIJDI
DBO PGGFS TJNJMBS CFOFGJUT UP UIF XBWFMFU USBOTGPSN )PXFWFS
UIF MBUUFS NFUIPE JT DIPTFO JO UIJT XPSL CFDBVTF JU JT WFSZ FBTZ
UP JNQMFNFOU BOE B QSPWFO DPODFQU UIBU JT NBUIFNBUJDBMMZ XFMM
HSPVOEFE 5IF XBWFMFU USBOTGPSN XBT PSJHJOBMMZ EFWFMPQFE GPS
DPOTUSVDUJOH B NBQ PG EJMBUJPO BOE USBOTMBUJPO QBSBNFUFST 5IF
'SPOUJFST JO #VJMU &OWJSPONFOU ] XXXGSPOUJFSTJOPSH 4FQUFNCFS  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
.BUUIBJPV FU BM (BT 5VSCJOF &OHJOF 7JCSBUJPO#BTFE .POJUPSJOH
EJMBUJPO SFQSFTFOUT UIF TDBMFT T≈ GSFRVFODZ BOE USBOTMBUJPO τ
SFGFST UP UIF UJNFTIJGU PQFSBUJPO $POTJEFS UIF OUI FOHJOF DPO
EJUJPO χO	U
 XJUI U= \ . . . ^ T 5IF DPSSFTQPOEJOH XBWFMFU
DPFGGJDJFOUT DBO CF DBMDVMBUFE BT GPMMPXT
D(T, τ) =
∫
χO(U)ψT,τ(U)EU. 	

5IF GVODUJPO ψT τ SFQSFTFOUT B GBNJMZ PG IJHI GSFRVFODZ TIPSU
UJNFEVSBUJPO BOE MPX GSFRVFODZ MBSHF UJNFEVSBUJPO GVODUJPOT
PG B QSPUPUZQF GVODUJPO ψ *O NBUIFNBUJDBM UFSNT JU JT EFGJOFE BT
GPMMPXT
ψT,τ(U) = √
|T|ψ
( U− τ
T
)
, T > , 	

XIFO T<  UIF QSPUPUZQF GVODUJPO IBT B TIPSUFS EVSBUJPO JO
UJNF XIJMF XIFO T>  UIF QSPUPUZQF GVODUJPO CFDPNFT MBSHFS JO
UJNF DPSSFTQPOEJOH UP IJHI BOE MPX GSFRVFODZ DIBSBDUFSJTUJDT
SFTQFDUJWFMZ
*O .BMMBU 	
 UIF EJTDSFUF WFSTJPO PG &R  OBNFMZ UIF
EJTDSFUF XBWFMFU USBOTGPSN 	%85
 XBT EFWFMPQFE BT BO FGGJDJFOU
BMUFSOBUJWF UP UIF DPOUJOVPVT XBWFMFU USBOTGPSN *O QBSUJDVMBS JU
XBT QSPWFO UIBU VTJOH B TDBMF K BOE USBOTMBUJPO L UIBU UBLF POMZ
WBMVFT PG QPXFST PG  JOTUFBE PG JOUFSNFEJBUF POFT B TBUJTGBDUPSZ
UJNFoGSFRVFODZ SFTPMVUJPO DBO CF TUJMM PCUBJOFE 5IJT JT DBMMFE UIF
EZBEJD HSJE PG XBWFMFU DPFGGJDJFOUT BOE UIF GVODUJPO QSFTFOUFE JO
&R  CFDPNFT B TFU PG PSUIPHPOBM XBWFMFU GVODUJPOT
ψK,L(U) = K/ψ
(
KU− L
)
, 	

TVDI UIBU SFEVOEBODZ JT FMJNJOBUFE VTJOH UIJT TFU PG PSUIPHPOBM
XBWFMFU CBTFT BT EFTDSJCFE JO NPSF EFUBJM JO 'BSSBS BOE 8PSEFO
	

*O QSBDUJDF UIF %85 DPFGGJDJFOUT BSF PCUBJOFE CZ DPOWPMWJOH
χO	U
 XJUI B TFU PG IBMGCBOE 	DPOUBJOJOH IBMG PG UIF GSFRVFODZ
DPOUFOU PG UIF TJHOBM
 MPX BOE IJHIQBTT GJMUFST 	.BMMBU 

5IJT ZJFMET UIF DPSSFTQPOEJOH MPX BOE IJHIQBTT TVCCBOET PG
UIF TJHOBM 4VCTFRVFOUMZ UIF MPXQBTT TVCCBOE JT GVSUIFS EFDPN
QPTFE XJUI UIF TBNF TDIFNF BGUFS EFDJNBUJOH JU CZ  	IBMG UIF
TBNQMFT DBO CF FMJNJOBUFE QFS /ZRVJTU DSJUFSJPO
 XIJMF UIF IJHI
QBTT TVCCBOE JT OPU BOBMZ[FE GVSUIFS 5IF TJHOBM BGUFS UIF GJSTU
MFWFM PG EFDPNQPTJUJPO XJMM IBWF UXJDF UIF GSFRVFODZ SFTPMVUJPO
UIBO UIF PSJHJOBM TJHOBM TJODF JU IBT IBMG UIF OVNCFS PG QPJOUT 5IJT
JUFSBUJWF QSPDFEVSF JT LOPXO BT UXPDIBOOFM TVCCBOE DPEJOH
	.BMMBU 
 BOE QSPWJEFT POF XJUI BO FGGJDJFOU XBZ GPS DPN
QVUJOH UIF XBWFMFU DPFGGJDJFOUT VTJOH DPOKVHBUF RVBESBUVSF NJSSPS
GJMUFST #FDBVTF PG UIF QPPS GSFRVFODZ SFTPMVUJPO PG UIF %85 BU
IJHI GSFRVFODJFT UIF815XBT DIPTFO GPS GFBUVSF USBOTGPSNBUJPO
5IF EJGGFSFODF CFUXFFO %85 BOE 815 MJFT PO UIF GBDU UIBU UIF
MBUUFS EFDPNQPTFT UIF IJHIFSGSFRVFODZ TVCCBOE GVSUIFS 5IF
TDIFNBUJD EJBHSBN PG UIF 815 VQ UP  MFWFMT PG EFDPNQPTJUJPO JT
TIPXO JO 'JHVSF  'JSTU UIF TJHOBM χO	U
 JT DPOWPMWFE XJUI B IBMG
CBOE MPXQBTT GJMUFS I	L
 BOE B IJHIQBTT GJMUFS H	L
 5IJT HJWFT UIF
XBWFMFU DPFGGJDJFOU WFDUPS D XIJDI DBQUVSFT UIF MPXFSGSFRVFODZ
DPOUFOU < GT> )[ BOE UIF XBWFMFU DPFGGJDJFOU WFDUPS D UIBU
DBQUVSFT UIF IJHIFSGSFRVFODZ DPOUFOU 	GT GT
 )[ "GUFS K MFWFMT
PG EFDPNQPTJUJPO UIF DPFGGJDJFOUT GSPN UIF PVUQVU PG FBDI GJMUFS
BSF BTTFNCMFE PO B NBUSJY DO DPSSFTQPOEJOH UP UIF OUI FOHJOF
DPOEJUJPO χO /PUF UIBU FBDI DPFGGJDJFOU IBT IBMG UIF OVNCFS PG
TBNQMFT BT χO	U
 JO UIF GJSTU MFWFM PG EFDPNQPTJUJPO *O UIJT TUVEZ
GPVS MFWFMT PG EFDPNQPTJUJPO XFSF DPOTJEFSFE BT BO JOUFSNFEJBUF
WBMVF 5IF BCPWF QSPDFTT XBT SFQFBUFE GPS UIF SFTU PG UIF /− 
FOHJOF DPOEJUJPOT UP HFU UIFNBUSJY PG DPFGGJDJFOUT$= \D . . . D/^
-PX%JNFOTJPOBM 'FBUVSFT
5IF XBWFMFU DPFGGJDJFOUT NBUSJY $ JT B %EJNFOTJPOBM NBUSJY JF
JU IBT UIF TBNF EJNFOTJPOT BT UIF PSJHJOBM EBUBTFU )FODF MPXFS
EJNFOTJPOBM GFBUVSFT BSF OFDFTTBSZ UP QSFWFOU PWFSGJUUJOH XIJDI
JT BTTPDJBUFE XJUI IJHIFS EJNFOTJPOT PG GFBUVSFT *O UIJT TUVEZ UIF
1$" XBT JOJUJBMMZ VTFE GPS WJTVBMJ[BUJPO QVSQPTFT FH UP PCTFSWF
QPTTJCMF DMVTUFST PG UIF EBUB QPJOUT GPS NBUSJY 9 *UT OPOMJOFBS
FRVJWBMFOU UIF ,1$" JT VTFE GPS EJNFOTJPOBMJUZ SFEVDUJPO TP UIBU
OPOMJOFBS SFMBUJPOTIJQT CFUXFFO UIF GFBUVSFT DBO CF DBQUVSFE
1SJODJQBM DPNQPOFOU BOBMZTJT JT B NFUIPE UIBU DBO CF VTFE
UP PCUBJO B OFX TFU PG PSUIPHPOBM BYFT UIBU TIPX UIF IJHIFTU
WBSJBODF JO UIF EBUB )FODF $ XBT QSPKFDUFE POUP  PSUIPHPOBM
BYFT GSPN JUT PSJHJOBM EJNFOTJPO % *O 1$" UIF FJHFOWBMVFT λL
BOE FJHFOWFDUPST VL PG UIF DPWBSJBODF NBUSJY 4$ PG $ BSF PCUBJOFE
CZ TPMWJOH UIF GPMMPXJOH FJHFOWBMVF QSPCMFN
4$ VL = λL VL, 	

XIFSF L=  . . .% 5IF FJHFOWFDUPS V DPSSFTQPOEJOH UP UIF
MBSHFTU FJHFOWBMVF λ JT UIF GJSTU QSJODJQBM DPNQPOFOU BOE TP
PO 5IF UXPEJNFOTJPOBM SFQSFTFOUBUJPO PG $ JF : 	BO /× L
NBUSJY
 DBO CF DBMDVMBUFE UISPVHI MJOFBS QSPKFDUJPO VTJOH UIF GJSTU
UXP FJHFOWFDUPST
: = $ VL=,. 	

*O 4DIÚMLPQG FU BM 	
 UIF ,1$" XBT JOUSPEVDFE 5IJT
NFUIPE JT UIF HFOFSBMJ[FE WFSTJPO PG UIF 1$" CFDBVTF TDBMBS
QSPEVDUT PG UIF DPWBSJBODF NBUSJY 4$ BSF SFQMBDFE CZ B LFSOFM
GVODUJPO *O ,1$" UIF NBQQJOH φ PG UXP EBUB QPJOUT FH UIF
'*(63&  ] 8BWFMFU QBDLFU USBOTGPSN TDIFNBUJD EJBHSBN VQ UP EFDPNQPTJUJPO MFWFM  "U FBDI MFWFM UIF GSFRVFODZ TQFDUSVN JT TQMJU JOUP K TVCCBOET
'SPOUJFST JO #VJMU &OWJSPONFOU ] XXXGSPOUJFSTJOPSH 4FQUFNCFS  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
.BUUIBJPV FU BM (BT 5VSCJOF &OHJOF 7JCSBUJPO#BTFE .POJUPSJOH
OUI BOE UIFNUI XBWFMFU DPFGGJDJFOU WFDUPS DO BOE DN SFTQFDUJWFMZ
JT PCUBJOFE XJUI UIF 3#' LFSOFM GVODUJPO BT GPMMPXT
L(DO, DN) = F
∥DO−DN∥
 σ,1$" . 	

6TJOH UIF BCPWF NBQQJOH TUBOEBSE 1$" DBO CF QFSGPSNFE JO
UIJT OFX GFBUVSF TQBDF F  XIJDI JNQMJDJUMZ DPSSFTQPOET UP B OPO
MJOFBS QSJODJQBM DPNQPOFOU JO UIF PSJHJOBM TQBDF )FODF UIF TDBMBS
QSPEVDUT PG UIF DPWBSJBODFNBUSJY BSF SFQMBDFEXJUI UIF3#'LFSOFM
BT GPMMPXT
4φ = //
/∑
J
φ(DJ)5φ (DJ). 	

)PXFWFS UIF BCPWF NBUSJY DBOOPU CF VTFE EJSFDUMZ UP TPMWF BO
FJHFOWBMVF QSPCMFN BT JO &R  CFDBVTF PG JUT IJHI EJNFOTJPO
)FODF BGUFS TPNF BMHFCSBJD NBOJQVMBUJPO UIF FJHFOWBMVFT ℓE BOE
FJHFOWFDUPST VE DBO CF DPNQVUFE GPS UIF LFSOFM NBUSJY K 	PG
TJ[F /×/
 JOTUFBE PG UIF DPWBSJBODF NBUSJY 	PG TJ[F F ×F

5IFSFGPSF JO ,1$" XF BSF SFRVJSFE UP GJOE B TPMVUJPO UP UIF
GPMMPXJOH FJHFOWBMVF QSPCMFN JOTUFBE
KVE = ℓEVE, 	

XIFSF E= \ . . . /^ TJODFF >/ UIF OVNCFS PG OPO[FSP FJHFO
WBMVFT DBOOPU FYDFFE UIF OVNCFS PG FOHJOF PQFSBUJOH DPOEJUJPOT
/ 	#JTIPQ 
 6TJOH UIF FJHFOWFDUPST PG UIF LFSOFM NBUSJY JU JT
QPTTJCMF UP PCUBJO UIF OFX QSPKFDUJPOT Y = {Z, . . . , Z/} PG UIFNBQQFE EBUB QPJOUT PG XBWFMFU DPFGGJDJFOUT φ	DJ
 PO B OPOMJOFBS
TVSGBDF PG EJNFOTJPOBMJUZ E UIBU DBO WBSZ GSPN  VQ UP /
-FBSOJOH .PEFM GPS /PWFMUZ %FUFDUJPO
4VQQPSU WFDUPS NBDIJOFT BT B UPPM GPS DMBTTJGJDBUJPO PGGFS UIF
GMFYJCJMJUZ PG BO BSUJGJDJBM OFVSBM OFUXPSL XIJMF PWFSDPNJOH JUT
QJUGBMMT 6TJOH B LFSOFM GVODUJPO UP FYQBOE UIF PSJHJOBM JOQVU
TQBDF JOUP B IJHIFS EJNFOTJPOBM POF UP GJOE B MJOFBS EFDJTJPO
IZQFSQMBOF JT DMPTFMZ SFMBUFE UP BEEJOH NPSF MBZFST UP BO BSUJ
GJDJBM OFVSBM OFUXPSL 5IFSFGPSF UIF BMHPSJUIN DBO CF BEBQUFE
UP NBUDI UIF DIBSBDUFSJTUJDT PG PVS EBUB CFUUFS JO TVDI B NBO
OFS UIBU FOIBODFT UIF QSFEJDUJPO BDDVSBDZ (JWFO UIBU 0$47.
GPSNT B RVBESBUJD PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN JU HVBSBOUFFT UP GJOE
UIF PQUJNBM TPMVUJPO UP XIFSF UIF MJOFBS EFDJTJPO IZQFSQMBOF
NVTU CF QPTJUJPOFE 	4DIÚMLPQG FU BM  4IBXF5BZMPS BOE
$SJTUJBOJOJ 
 0O UIF PUIFS IBOE JU JT QPTTJCMF UP PCUBJO
B MPDBM PQUJNVN BT B TPMVUJPO UP GJOEJOH UIF NFBO TRVBSFE
FSSPS JO BO BSUJGJDJBM OFVSBM OFUXPSL VTJOH UIF HSBEJFOU EFTDFOE
BMHPSJUIN
"T USBJOJOH EBUB XF VTF UIF NBUSJY PCUBJOFE GSPN ,1$" JF
Y  8IFSFBT MPXFSEJNFOTJPOBM SFQSFTFOUBUJPOT PG UFTUJOH EBUB
	GSPN UIF NBUSJY ;
 BSF PCUBJOFE CZ GPMMPXJOH UIF TBNF GFBUVSF
USBOTGPSNBUJPO TFMFDUJPO FUD 5IF 0$47. NFUIPEPMPHZ BMMPXT
UIF VTF PG UIF 3#' LFSOFM GVODUJPO XIJDI NBQT UIF EBUB QPJOUT JO
Y JO B TJNJMBS XBZ BT UIBU JO ,1$" )PXFWFS UIF GPSNVMBUJPO JO
UIF -*#47. UPPMCPY 	$IBOH BOE -JO 
 JT TMJHIUMZ EJGGFSFOU GPS
UIF 3#' LFSOFM (JWFO UXP EBUB QPJOUT ZO BOE ZN UIF 3#' LFSOFMJNQMFNFOUFE JO UIF 0$47. JT EFGJOFE BT GPMMPXT
L(ZO, ZN) = F−γ∥ZO−ZN∥

. 	

"GUFS UIF USBJOJOH EBUB BSF NBQQFE WJB UIF 3#' LFSOFM UIF
PSJHJO JO UIJT OFX GFBUVSF TQBDF JT USFBUFE BT UIF POMZ NFNCFS PG
DMBTTA EBUB 5IFO B IZQFSQMBOF JT EFGJOFE TVDI UIBU UIF NBQQFE
USBJOJOH EBUB BSF TFQBSBUFE GSPN UIF PSJHJO XJUI NBYJNVN NBS
HJO 5IF IZQFSQMBOF JO UIF NBQQFE GFBUVSF TQBDF JT MPDBUFE BU
φ(ZJ)− ρ =  XIFSF ρ JT UIF PWFSBMM NBSHJO WBSJBCMF 5P TFQBSBUFBMM NBQQFE EBUB QPJOUT GSPN UIF PSJHJO UIF GPMMPXJOH RVBESBUJD
QSPHSBN OFFET UP CF TPMWFE
minX,ρ,ξ .X
5X+ 
ν/
∑
J
ξJ − ρ
TVCKFDU UP (Xφ (ZJ)) ≥ ρ− ξJ, J = , . . . ,/, ξJ ≥ , 	

XIFSF X JT UIF OPSNBM WFDUPS UP UIF IZQFSQMBOF BOE ξ BSF DBMMFE
TMBDL WBSJBCMFT BOE BSF VTFE UP RVBOUJGZ UIF NJTDMBTTJGJDBUJPO FSSPS
PG FBDI EBUB QPJOU TFQBSBUFMZ BDDPSEJOH UP UIF EJTUBODF GSPN
JUT DPSSFTQPOEJOH CPVOEBSZ 5IF WBMVF ν UIBU XBT QSFWJPVTMZ
NFOUJPOFE JT SFTQPOTJCMF GPS QFOBMJ[JOH GPS NJTDMBTTJGJDBUJPOT BOE
JT CPVOEFE ν∈ 	 > 5IF EFDJTJPO UIBU EFUFSNJOFT XIFUIFS BO
VOTFFO EBUB QPJOU Z∗ JF GSPN NBUSJY ; CFMPOHT UP FJUIFS PG
UIF UXP DMBTTFT PG FOHJOF DPOEJUJPOT DBO CF NBEF CZ VTJOH UIF
GPMMPXJOH GVODUJPO
H(Z∗) = THO [Xφ(Z∗)− ρ]. 	

'PS B EBUB QPJOU GSPN DMBTTA H(Z∗) >  PUIFSXJTF H(Z∗) ≤ 
/PUF UIBU GPS QSBDUJDBM SFBTPOT UIF PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN JO &R
 JT TPMWFE CZ JOUSPEVDJOH -BHSBOHF NVMUJQMJFST 0OF PG UIF NBJO
SFBTPOT GPS UIBU JT CFDBVTF JU FOBCMFT UIF PQUJNJ[BUJPO UP CF XSJUUFO
JO UFSNT PG EPU QSPEVDUT 5IJT HJWFT SJTF UP UIF iLFSOFM USJDLw XIJDI
FOBCMFT UIF QSPCMFN UP CF HFOFSBMJ[FE UP UIF OPOMJOFBS DBTF CZ
VTJOH TVJUBCMF LFSOFM GVODUJPOT TVDI BT UIF 3#' LFSOFM UIBU JT VTFE
JO UIJT TUVEZ
3&46-54 "/% %*4$644*0/
*O UIJT XPSL UIF 3#' LFSOFM XBT VTFE UP NBQ UIF EBUB QPJOUT
PG UIF 0$47. UP BO JOGJOJUF EJNFOTJPOBM GFBUVSF TQBDF XIFSF
MJOFBS TFQBSBUJPO PG UIF UXP DMBTTFT DBO CF BDIJFWFE #Z FNQMPZ
JOH BO 0$47. UP PVS QSPCMFN XF IBWF BWBJMBCMF B XJEF SBOHF
PG LFSOFM GVODUJPO GPSNVMBUJPOT UP VTF 5IF 3#' LFSOFM JT POF
PG UIF NPTU QPQVMBS POFT TJODF JU JNQMJFT HFOFSBM TNPPUIOFTT
QSPQFSUJFT GPS B EBUBTFU BO BTTVNQUJPO UIBU JT DPNNPOMZ BDDFQUFE
JO NBOZ SFBMXPSME BQQMJDBUJPOT BT EJTDVTTFE JO NPSF EFUBJM JO
4DIPMLPQG BOE 4NPMB 	
 "O 3#' LFSOFM IBT UXP QBSBNFUFST
UIBU OFFE UP CF EFUFSNJOFE UP BEBQU UIF 0$47. BMHPSJUIN UP
UIF DIBSBDUFSJTUJDT PG UIF WJCSBUJPO TJHOBMT FYQFDUFE JO UIJT TUVEZ
5IFTF QBSBNFUFST BSF DBMMFE UIF LFSOFM XJEUI γ BOE PQUJNJ[B
UJPO QFOBMUZ ν #Z PCTFSWJOH UIF WBSJBUJPO JO WBMJEBUJPO BDDVSBDZ
αν PG UIF 0$47. PO B GJOF HSJE PG WBMVFT PG γ BOE ν JU XBT
QPTTJCMF UP EFUFSNJOF UIF DPNCJOBUJPO PG UIPTF UXP WBMVFT UIBU
NBYJNJ[F αν 5IF WBMVFT PG γ BOE νXFSF DIPTFO JO TUFQT PG QPXFST
PG  BT TVHHFTUFE GSPN B QSBDUJDBM TUVEZ JO )TV FU BM 	

5IF WBMJEBUJPO BDDVSBDZ XBT DBMDVMBUFE VTJOH B GPME DSPTT
WBMJEBUJPO TDIFNF UP QSFWFOU PWFSGJUUJOH UIF EBUB "T EJTDVTTFE
JO NPSF EFUBJM JO #JTIPQ 	
 UIF DSPTTWBMJEBUJPO TDIFNF JT
VTFE XIFO UIF TVQQMZ PG USBJOJOH EBUB JT TNBMM *O TVDI DBTFT
'SPOUJFST JO #VJMU &OWJSPONFOU ] XXXGSPOUJFSTJOPSH 4FQUFNCFS  ] 7PMVNF  ] "SUJDMF 
.BUUIBJPV FU BM (BT 5VSCJOF &OHJOF 7JCSBUJPO#BTFE .POJUPSJOH
UIFSF BSF OPU FOPVHI EBUB UP TFQBSBUF UIFN JOUP USBJOJOH BOE
WBMJEBUJPO EBUBTFUT UP JOWFTUJHBUF UIF NPEFM SPCVTUOFTT BOE BDDV
SBDZ *O PVS TUVEZ UIF OVNCFS PG FOHJOF PQFSBUJOH DPOEJUJPOT JT
SFMBUJWFMZ TNBMM BT DPNQBSFE UP UIF OVNCFS PG EJNFOTJPOT JO UIF
GFBUVSF NBUSJY 5IFSFGPSF DSPTTWBMJEBUJPO TDIFNF JT B QPTTJCMF
TPMVUJPO UP UIF QSPCMFN PG JOTVGGJDJFOU USBJOJOH EBUB *O NPSF
EFUBJM JO UIJT TDIFNF UIF EBUB BSF GJSTU EJWJEFE JOUP  FRVBM
TJ[FE TVCTFUT &BDI TVCTFU JT VTFE UP UFTU UIF NPEFMT 	XIJDI
XBT USBJOFE PO UIF PUIFS OJOF TVCTFUT
 DMBTTJGJDBUJPO QFSGPSNBODF
TFRVFOUJBMMZ &BDI EBUB QPJOU JO UIF EBUBTFU PG WJCSBUJPO USBJOJOH
EBUB JT QSFEJDUFE PODF )FODF UIF DSPTTWBMJEBUJPO BDDVSBDZ JT UIF
QFSDFOUBHF PG DPSSFDU DMBTTJGJDBUJPOT BNPOH UIF EBUBTFU PG WJCSBUJPO
USBJOJOH EBUB
*O 'JHVSF  XF QSFTFOU UXP FYFNQMBS SFTVMUT PG DSPTTWBMJEBUJPO
BDDVSBDJFT WBSJBUJPO PO B HSJE TQBDF PG γ BOE ν QBSBNFUFST 5IFTF
SFTVMUT DPSSFTQPOE UP UIF DSPTTWBMJEBUJPO BDDVSBDJFT PCUBJOFE CZ
USBJOJOH UIF 0$47. XJUI UIF XBWFMFU DPFGGJDJFOUT EBUBTFU BGUFS
CFJOH iDPNQSFTTFEw XJUI 1$" 	SJHIU QMPU
 BOE ,1$" 	MFGU QMPU

5IF DSPTTWBMJEBUJPO BDDVSBDZ XBT FWBMVBUFE XJUI ν JO UIF SBOHF
PG  BOE  JO TUFQT PG  XIJMF γ CFJOH JO UIF SBOHF PG
− BOE  JO TUFQT PG  5IF DIPJDF PG UIJT HSJE TQBDF GPS ν XBT
NBEF PO UIF GBDU UIBU UIJT QBSBNFUFS JT CPVOEFE BT JU SFQSFTFOUT
UIF VQQFS CPVOE PG UIF GSBDUJPO PG USBJOJOH EBUB UIBU MJF PO UIF
XSPOH TJEF PG UIF IZQFSQMBOF <TFF NPSF EFUBJMT JO 4DIÚMLPQG FU BM
	
> *O UIF DBTF PG γ UIFSF XBT OP VQQFS BOE MPXFS MJNJUT
UIFSFGPSF B SFMBUJWFMZ XJEFS SBOHF XBT TFMFDUFE *O CPUI DBTFT UIF
TUFQT XFSF EFUFSNJOFE TVDI UIBU DPNQVUBUJPOBM DPTUT XFSF LFQU UP
B SFBTPOBCMF BNPVOU (FOFSBMMZ UIF HSJE TQBDF EFDJTJPO GPMMPXFE
B USJBM BOE FSSPS QSPDFEVSF GPS UIF HJWFO WJCSBUJPO EBUBTFU UP
EFUFSNJOF TVJUBCMF CPVOEBSJFT BOE TUFQ TJ[F "T DBO CF PCTFSWFE
GSPN UIF DPOUPVS QMPUT UIF HSJE TFBSDI BMMPXT VT UP PCUBJO B IJHI
WBMJEBUJPO BDDVSBDZXIFO BO BQQSPQSJBUF DPNCJOBUJPO PG γ BOE ν JT
DIPTFO 'PS PVS EBUBTFU UIJT DPNCJOBUJPO DBO CF GPVOE NPTUMZ PO
SFMBUJWFMZ MPX WBMVFT PG γ "T UIF WBMVF PG γ EFDSFBTFT UIF QBJSXJTF
EJTUBODFT CFUXFFO UIF USBJOJOH EBUB QPJOUT CFDPNF MFTT JNQPSUBOU
5IFSFGPSF UIF EFDJTJPO CPVOEBSZ PG UIF 0$47. CFDPNFT NPSF
DPOTUSBJOFE BOE JUT TIBQF MFTT GMFYJCMF EVF UP UIF GBDU UIBU JU XJMM
HJWF MFTT XFJHIU UP UIFTF EJTUBODFT /PUF UIBU UIF FYBNQMFT JO
'JHVSF  XFSF QSPEVDFE XJUI B E=  GPS Y BOE %=  GPS :
	TFF -PX%JNFOTJPOBM 'FBUVSFT
 XJUI UIF EFDPNQPTJUJPO MFWFM PG
815 K=  BOE 	GPS ,1$"POMZ
 B LFSOFM XJEUI γ,1$" =  $MFBSMZ
VTJOH ,1$" XJUI UIF 3#' LFSOFM B NBYJNVN DSPTTWBMJEBUJPO
BDDVSBDZ PG BSPVOE  DBO CF PCUBJOFE XIJMF XJUI UIF TUBOEBSE
1$" UIF DMBTTJGJDBUJPO BDDVSBDZ PG UIF 0$47. JT SFMBUJWFMZ QPPS
JF BSPVOE  )FODF UIFSF JT BO BEWBOUBHF PG VTJOH ,1$" PWFS
TUBOEBSE 1$" GPS UIF TQFDJGJD EBUBTFU UIBU JT CFJOH VTFE JO UIJT
TUVEZ 5IJT JT FYQFDUFE TJODF ,1$" GJOET OPOMJOFBS SFMBUJPOTIJQT
UIBU FYJTU CFUXFFO UIF EBUB GFBUVSFT
5IF HSJE TFBSDI NFUIPE GPS GJOEJOH iTVJUBCMFw WBMVFT GPS γ BOE
ν PGGFST BO BEWBOUBHF XIFO PUIFS QBSBNFUFST FH ,$1" LFSOFM
XJEUI σ,1$" DBOOPU CF EFUFSNJOFE FBTJMZ *U DBO CF EFNPOTUSBUFE
UIBU αν DBO CF JODSFBTFE TJHOJGJDBOUMZ JO DPNQBSJTPO UP B GJYFE TFU
PG EFGBVMU WBMVFT 5IF -*#47. UPPMCPY TVHHFTUT UIF EFGBVMU WBMVFT
UP CF ν= E− BOE γ=  *O 'JHVSF  UIF WBMJEBUJPO BDDVSBDZ JT
TIPXO GPS EJGGFSFOU WBMVFT PG ,1$" LFSOFM XJEUI σ,1$" BOE OVN
CFS PG QSJODJQBM DPNQPOFOUT E GPS UIF DBTFT XIFO γ BOE ν XFSF
TFMFDUFE GSPN HSJE TFBSDI BOE XIFO UIFZ XFSF HJWFO UIFJS GJYFE
EFGBVMU WBMVFT *U JT DMFBS GSPN UIPTF UXP QMPUT UIBU UIF 0$47.
QBSBNFUFST γ BOE ν DBO CF iUVOFEw TVDI UIBU UIF WBMJEBUJPO BDDV
SBDZ DBO CF NBYJNJ[FE SFHBSEMFTT PG UIF DIPJDF PG E BOE σ,1$"
5IJT PCTFSWBUJPO JMMVTUSBUFT UIF TUSFOHUI PG LFSOFMCBTFE NFUIPET
JO HFOFSBM TJODF UIF LFSOFM XJEUI DBO IBWF B HSFBU JOGMVFODF JO
EFTDSJCJOH UIF USBJOJOH EBUB .PTU PG UIF UJNFT DIPPTJOH UIJT
QBSBNFUFS JT POMZ OFDFTTBSZ UP PCUBJO B TVJUBCMF BEBQUBUJPO PG PVS
BMHPSJUINT 	4IBXF5BZMPS BOE $SJTUJBOJOJ 
 "T DBO CF TFFO
CZ DIPPTJOH EJGGFSFOU ν BOE γ DPNCJOBUJPOT FBDI UJNF 	BDDPSEJOH
UP UIF HSJE TFBSDI QSPDFEVSF
 UIFNBYJNVN BDIJFWBCMF WBMJEBUJPO
BDDVSBDZ JT BMXBZT DMPTF UP  5IJT JT B NBKPS JNQSPWFNFOU
GSPN UIF DPSSFTQPOEJOH BDDVSBDZ UIBU DBO CF PCUBJOFE VTJOH UIF
GJYFE TFU PG WBMVFT .PSFPWFS UIJT EFNPOTUSBUFT UIBU JU JT OPU TP
DIBMMFOHJOH UP iUVOFw B TVQQPSU WFDUPS NBDIJOF TJODF UIFSF BSF
POMZ UXP QBSBNFUFST UIBU OFFE UP CF GPVOE BOE UIJT DBO CF EPOF
VTJOH UIF HSJE TFBSDI QSPDFEVSF *O DPOUSBSZ BO BSUJGJDJBM OFVSBM
OFUXPSL SFRVJSFT JUT BSDIJUFDUVSF UIF MFBSOJOH SBUF PG HSBEJFOU
EFTDFOU BNPOH PUIFS QBSBNFUFST UP CF TQFDJGJFE CFGPSFIBOE
XIJDI NBLFT UIF QSPCMFN PG iUVOJOHw UIF BMHPSJUIN NVDI NPSF
EJGGJDVMU /FWFSUIFMFTT UIF TUSPOHFTU QPJOU PG B TVQQPSU WFDUPS
NBDIJOF JT JUT BCJMJUZ UP PCUBJO B HMPCBM PQUJNVN TPMVUJPO GPS BOZ
DIPTFO WBMVF PG γ BOE ν XF TQFDJGJFE TVDI UIBU JUT HFOFSBMJ[BUJPO
DBQBCJMJUZ JT BMXBZT NBYJNJ[FE
"T JU XBT TIPXO QSFWJPVTMZ JO 'JHVSF  UIF DIPTFO γ WBMVF
	GSPN UIF HSJE TFBSDI
 XBT WFSZ TNBMM 5IJT JT USVF GPS FWFSZ DBTF
'*(63&  ] $SPTTWBMJEBUJPO BDDVSBDZ WBSJBUJPO XJUI γ BOE ν GPS UIF POFDMBTT TVQQPSU WFDUPS NBDIJOFCBTFE MFBSOFE NPEFM VTJOH GFBUVSFT PG LFSOFM QSJODJQBM
DPNQPOFOU BOBMZTJT 	MFGU
 BOE TUBOEBSE QSJODJQBM DPNQPOFOU BOBMZTJT
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'*(63&  ] 7BSJBUJPO JO DSPTTWBMJEBUJPO BDDVSBDZ GPS EJGGFSFOU E BOE σ,1$" GPS TFMFDUFE 	MFGU
 BOE GJYFE 	SJHIU
 γ BOE ν WBMVFT
FYBNJOFE FH GPS EJGGFSFOU E WBMVFT 'PS UIJT SFBTPO JU DBO CF TBJE
UIBU UIF BMHPSJUIN HFOFSBMJ[FT CFUUFS XJUI B MFTT DPNQMFY EFDJTJPO
CPVOEBSZ )PXFWFS UIF iUVOJOHw PG UIF 0$47. QSPWFT UP CF
DIBMMFOHJOH CFDBVTF UIF QSFEJDUJPO BDDVSBDZ 	VTJOH UIF UFTU EBUB
TFU
 JT MPXFS UIBO FYQFDUFE JF MFTT UIBO  .PTU PG UIF FSSPST
PDDVSSFE GPS EBUB QPJOUT XSPOHMZ BDDFQUFE BT DPNJOH GSPN DMBTT
A XIFSFBT JO SFBMJUZ UIFZ CFMPOHFE UP DMBTTN  1MBVTJCMF SFBTPOT
GPS UIF VOTBUJTGBDUPSZ QFSGPSNBODF PG UIF 0$47.PO UIF UFTU EBUB
TFU BSF EJTDVTTFE CFMPX
• 5IF WBMJEBUJPO TUBHF PG UIF 0$47. FWBMVBUFT POMZ UIF FSSPST PG
XSPOHMZ SFKFDUJOH EBUB GSPN DMBTTN  0OF DPVME BTTVNF UIBU UIF
SFBTPO CFIJOE UIJT NJTDMBTTJGJDBUJPO DPVME CF BTTPDJBUFE XJUI
UIF FSSPST JO UIF DBMDVMBUJPO PG UIF QBSBNFUFST γ BOE ν FTUJNBUFE
XJUI UIF HSJE TFBSDI *O UFSNT PG DIPPTJOH γ BOE ν UIFSF IBWF
CFFO B GFX BUUFNQUT UP UBDLMF UIJT QSPCMFN JO EJGGFSFOU XBZT
UIBO HSJE TFBSDI 'PS JOTUBODF JO 9JBP FU BM 	
 UIF BVUIPST
QSFTFOUFENFUIPET UP DIPPTF UIF LFSOFM XJEUI γ PG UIF 0$47.
XJUI XIBU UIFZ SFGFS UP BT iHFPNFUSJDBMw DBMDVMBUJPOT
• %VF UP UIF OBUVSF PG UIF EBUB UIFSF JT B MPU PG WBSJBCJMJUZ
CFUXFFO UIF FOHJOF DPOEJUJPOT BOE XJUIJO FBDI DPOEJUJPO UPP
5IFSFGPSF JU JT EJGGJDVMU UP EFWFMPQ B NPEFM VTJOH DMBTT N EBUB
JG UIF DIBSBDUFSJTUJDT PG FBDI DPOEJUJPO XJUIJO UIF TBNF DMBTT
BSF EJGGFSFOU 5IF DIPJDF PG BQQSPQSJBUF USBJOJOH EBUB JT BO
JNQPSUBOU GBDUPS GPS UIF EBUBESJWFO BQQSPBDIFT GPMMPXFE *O
UIJT DBTF UIF SFQSFTFOUBUJPO PG UIF EBUB TIPVME CF DIPTFO UP CF
JO EPNBJOT XJUI BQQSPQSJBUF UJNF SFTPMVUJPO BOE UIF QBUUFSO
SFDPHOJUJPO BMHPSJUINT DIPTFO TIPVME QPUFOUJBMMZ OPU EFQFOE
PO USBJOJOH CVU XPSL JO BO BEBQUJWF GSBNFXPSL
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*O UIJT TUVEZ XF IBWF GPMMPXFE B OPWFMUZ EFUFDUJPO TDIFNF GPS DPO
EJUJPO NPOJUPSJOH PG FOHJOFT VTJOH BEWBODFE NBDIJOFMFBSOJOH
NFUIPET DIPTFO BT BQQSPQSJBUF GPS UIF LJOE PG EBUB BOBMZ[FE 5IJT
SFTVMUFE JO B CFUUFS EFTDSJQUJPO PG UIF NBJO DIBMMFOHFT UIBU DBO
CF GBDFE XIFO GPMMPXJOH B EBUBESJWFO TUSBUFHZ GPS NPOJUPSJOH
FOHJOF WJCSBUJPO EBUB 5IF OPWFMUZ EFUFDUJPO TDIFNF XBT DIPTFO
PWFS B DMBTTJGJDBUJPO BQQSPBDI EVF UP UIF MBDL PG USBJOJOH EBUB GPS
UIF WBSJPVT TUBUFT PG BO FOHJOFT PQFSBUJPO DPNNPOMZ GBDFE JO
SFBM MJGF BQQMJDBUJPOT 5IF GPMMPXJOH TUFQT XFSF FYBNJOFE BT GVO
EBNFOUBM PQUJNBM NFUIPET GPS UIF BOBMZTJT PG UIF EBUB " NPEFM
PG OPSNBMJUZ CBTFE PO 0$47.T UIBU XBT USBJOFE UP SFDPHOJ[F
TDFOBSJPT PG OPSNBM BOE OPWFM FOHJOF DPOEJUJPOT XBT EFWFMPQFE
VTJOH EBUB GSPN UIF FOHJOF PQFSBUJOH VOEFS DPOEJUJPOT JO XIJDI
UIF FOHJOF FYQFSJFODFE MPX WJCSBUJPO BNQMJUVEFT 5IF DIPJDF PG
UIJT OPWFMUZ EFUFDUJPO NBDIJOFMFBSOJOH NFUIPE XBT EVF UP UIF
GBDU UIBU UIF QBUUFSO SFDPHOJUJPO QSPCMFN JT CBTFE PO CVJMEJOH B
LFSOFM UIBU PGGFST B WFSTBUJMJUZ UIBU DBO TVQQPSU UIF BOBMZTJT PGNPSF
DPNQMFY EBUB *O UIJT DBTF BDDPSEJOH UP UIF BOBMZTJT QSFTFOUFE JO
UIF TUVEZ UIF IFBWZ JOGMVFODF PG UIF QFOBMJ[JOH QBSBNFUFS ν BOE
LFSOFM XJEUI γ PG UIF 0$47. DBO BGGFDU UIF WBMJEBUJPO BDDVSBDZ
6TJOH B GJOF HSJE TFBSDI GPS TFMFDUJOH UIF QBSBNFUFST ν BOE γ JU
JT QPTTJCMF UP BDIJFWF DMPTF UP  JO WBMJEBUJPO BDDVSBDZ BT
EFNPOTUSBUFE JO UIF SFTVMUT 5IJT JT B TJHOJGJDBOU BEWBOUBHF XIFO
UIFSF JT OP NFUIPEPMPHZ JO QMBDF JO TFMFDUJOH PUIFS QBSBNFUFST
TVDI BT UIF OVNCFS PG QSJODJQBM DPNQPOFOUT VTFE JO ,1$"
5IJT BMTP PVUMJOFT POF PG UIF TUSFOHUIT PG LFSOFMCBTFE NFUIPET
XIJDI JT UIF BEBQUBCJMJUZ UP B HJWFO B EBUB TFU *O QBSUJDVMBS
UIF 3#' LFSOFM XBT QSPWFO WFSZ FGGFDUJWF JO EFTDSJCJOH UIF EBUB
GSPN UIF FOHJOF CZ DIPPTJOH BO BQQSPQSJBUF WBMVF PG JUT LFSOFM
XJEUI γ
5IF MJNJUBUJPOT PG UIF OPWFMUZ EFUFDUJPO BQQSPBDIFT JO HFOFSBM
BOE UIF POF EJTDVTTFE JO QBSUJDVMBS JO UIJT TUVEZ JODMVEF UIF GPMMPX
JOH QPJOUT UIF USBJOJOH WJCSBUJPO EBUB UIBU DBO CF PCUBJOFE GSPN
FOHJOFT BOE UIF MJNJUBUJPOT PG UIF TQFDJGJD BMHPSJUINT FYBNJOFE
'PS UIF MBUUFS UIF TFMFDUJPO PG ν BOE γ XBT EJTDVTTFE BOE BO JOEF
QFOEFOU UFTU EBUB TFU UIBU JODMVEFE  PG DPOEJUJPOT GSPN OPWFM
FOHJOF CFIBWJPS XBT VTFE UP DBMDVMBUF DMBTTJGJDBUJPO BDDVSBDJFT
VTJOH UIF TFMFDUFE ν BOE γ GSPN UIF HSJE TFBSDI &WFO UIPVHI
WBMJEBUJPO SFTVMUT XFSF FYDFQUJPOBMMZ HPPE BOE UIF NPEFM EJE OPU
TFFN UP PWFSGJU UIF EBUB BT UIF EFDJTJPO CPVOEBSZ XBT TNPPUI BOE
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UIF OVNCFS PG TVQQPSU WFDUPST SFMBUJWFMZ TNBMM UIF DMBTTJGJDBUJPO
BDDVSBDZ VTJOH UIF UFTU EBUB TFU XBT VOTBUJTGBDUPSZ 5IF MBSHFTU
FSSPST PDDVSSFE XIFO JODPSSFDUMZ QSFEJDUJOH EBUB QPJOUT GSPN UIF
IFBMUIZ FOHJOF DPOEJUJPOT BT CFJOH OPWFM " GFX QPTTJCMF SFBTPOT
BT UP XIZ UIJT DBO IBQQFO XFSF NFOUJPOFE JO UIF QSFWJPVT QBSU PG
UIF TUVEZ
5P JNQSPWF UIF OPWFMUZ EFUFDUJPO TDIFNF QSFTFOUFE JO UIJT
TUVEZ TPNF GVSUIFS XPSL JT SFRVJSFE UP USBJO UIF 0$47. BQQSP
QSJBUFMZ 'PS JOTUBODF JOTUFBE PG TFMFDUJOH ν BOE γ VTJOH B HSJE
TFBSDI BQQSPBDI JU JT QPTTJCMF UP VTF NFUIPET UIBU DBMDVMBUF UIPTF
QBSBNFUFST JO B NPSF QSJODJQMFE XBZ VTJOH TJNQMF HFPNFUSZ "MTP
UIF XBWFMFU USBOTGPSN GFBUVSFT FYUSBDUFE GSPN UIF EBUB NJHIU
IBWF SFTVMUFE JO B MBSHF TDBUUFSJOH PG EBUB QPJOUT JO UIF GFBUVSF
TQBDF EVF UP UIF GBDU UIBU UIFSF JT B IJHI WBSJBCJMJUZ JO UIF TJHOBMT
GSPN FBDI FOHJOF DPOEJUJPO 0OF XBZ UP TPMWF UIJT QSPCMFN JT
UP FYBNJOF OFX TFU PG GFBUVSFT OFFET UIBU DBO QSPWJEF CFUUFS
DMVTUFSJOH PG UIF EBUB QPJOUT GSPN UIF IFBMUIZ FOHJOF DPOEJUJPOT
TP UIBU B TNBMMFS BOE UJHIUFS EFDJTJPO CPVOEBSZ DBO CF GPSNFE JO
UIF GFBUVSF TQBDF "OPUIFS TVHHFTUJPO XPVME CF UIF EFWFMPQNFOU
PG OFXNBDIJOFMFBSOJOH BMHPSJUINT UIBU EP OPU SFMZ PO UIF RVBMJUZ
PG UIF USBJOJOH EBUB CVU DBO SBUIFS BEBQUJWFMZ DMBTTJGZ UIF EJGGFSFOU
TUBUFTPQFSBUJPO DPOEJUJPO PG UIF FOHJOF FYBNJOFE
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GBDJMJUBUFE UIF DPOEVDUJPO PG UIF FYQFSJNFOUT BOE UIF BDRVJTJUJPO
PG UIF EBUB BOBMZ[FE "MM UIF BVUIPST BSF BDDPVOUBCMF GPS UIF
DPOUFOU PG UIF XPSL
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EVDUFE JO UIF BCTFODF PG BOZ DPNNFSDJBM PS GJOBODJBM SFMBUJPOTIJQT UIBU DPVME CF
DPOTUSVFE BT B QPUFOUJBM DPOGMJDU PG JOUFSFTU
$PQZSJHIU ª  .BUUIBJPV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 EJTUSJCVUJPO PS SFQSPEVDUJPO JO PUIFS GPSVNT JT QFSNJUUFE QSPWJEFE UIF
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 PS MJDFOTPS BSF DSFEJUFE BOE UIBU UIF PSJHJOBM QVCMJDBUJPO JO UIJT
KPVSOBM JT DJUFE JO BDDPSEBODF XJUI BDDFQUFE BDBEFNJD QSBDUJDF /P VTF EJTUSJCVUJPO
PS SFQSPEVDUJPO JT QFSNJUUFE XIJDI EPFT OPU DPNQMZ XJUI UIFTF UFSNT
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